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Département de Mathématiques 2017,/2018

Examen de topologie générale

Exercice 01 :(6pts)
1. Dans un espace métrique, montrer que toute suite convergente est de Cauchy.
2. Montrer que tout espace métique compact est complet.
3. Donner un exemple d’une famille des fonctions uniformément équicontinue.
4. Enoncer le théoréme de Baire.
Exercice 02 :(7pts)
On considére pour z,y € R, ds(z;y) = |f(x) — f(y)], ot f est une fonction strictement

croissante de R dans R.
1. Verifier que dj est une distance.
2. Supposons que f est continue. Soit ¥, = f(x,) une suite dans f(R) qui converge
vers y = f(x). Montrer que (x,) est bornée.
3. Montrer que (z,,) est covergente vers . En deduire que f~! est continue.
4. Si f est continue. Montrer que (R, dy) est complet si et seulement si f(R) = R.
Exercice 03 :(7pts)
Soit H = {f € CX([0,1],R), [y |f(t)[2dt+ [y |f/(¢)[*dt < 1}
1. Rappeler pourquoi il existe zo € [0,1], tel que zér[}]fyﬂ |f ()] = | f(xo] 7.
2. verifier que pour tout z € [0,1] on a (|f(z)| — |f(zo|)? < '/; [f(8)]2dt.
3. Montrer que pour tout z,y € [0,1] avec y > z on a | f(z) — f(¥)| < V¥ — 2.
En deduire que H est équicontinue.
4. Montrer que H est relativement compact.

Note : Pour les deuxiéme et troisiéme questions, vous pouvez utiliser l'inégalité de

Cauchy-Schwarz [ [fg] < (J) /)3 (f2 Ig1%)2.
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