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Contréle du module Théorémes Fondamentales de ]a Topologie

Exercice 1. (6pts)
Soit E un espaces vectoriels topologiques,
1. Montrer que si V un voisinage de zéro, et si (rn) € R; est une suite croissante qui
converge vers l'infini, alors E = U2 V. (3pts)
2. Montrer que si U un voj

sinage ouvert équilibr,
AeRtelqueK c AU

€de0, etsiKun compact, alors il existe
(3pts)

Exercice 2.(7pts)

1. Soit E=[0,1], F= [-1,1], fix) = Z57sin(n3%), on note F = {fu/neN}.
Montrer que F est équicontinu. (3pts)

2. Soit X un espace métrique compact et soit H une partie équicontinue de C(X, R). On
note par A I'ensemble des x € X tels que {f(x), f € H} est borné. Montrer que A est 2
la fois ouvert et ferme,

(4pts)
Exercice 3.(7pts)

Soit f une application lineaire continue d’un Banach X dans lui méme telle que:

VxeX; Ine N, f'x) =0
1. Montrer que si F est un sous espace vectoriel de X, tel que F # ¢,alorsF = X,

2. Montrer qu'il existe N € N, tel que fN =0,
Indication:

(3pts)
(4pts)
Appliquer le théoréme de Baire avec les ensembles Ker 5 e

* CXR)=

LI &

[/ : X — R; f continues sur x}.
= fo..of les composantes 7 fois de f

* Sigestun application lineaire continue d’un Banach X, alors Kerg = (x € X; g(x) = 0) estun SOus espace vectoriel fermé de X,
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