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Exercice 3 (7 pointz)

Considérons une lonclion £ 0 1] — [0 4oe| mesurable, ef posons o= vp

avec E = {{x,p) € [0, 1] = R, tal que y<« fix)}.

1. Momtrer qus

(1)

(i)

La fonetion g esl mesurahle

fy it
flal = [ gl wldy,
Ao

1
(i) mi{ze [0, 1], tel que filz) = pb) :f g, .
0

I Fn

cécduire [en utilisant le théoréme de Fubini-Tonelli) gue

3 i
f Flzlde = f mi e € [Q, 1], tel que fiz) = g} du
] ]

Solution :

L;

(il

fiii)

Four montrer que la [onclion g est mesarable, il suflit de monrver que Venzomble £

est mesurable. On a. £:={{zv) [0 I = R, tel que v < o)}

={{xy) € R, telque fix)—yz=0ln{0 1 =Ri—E ~ E.

La fonetion: R* = (z.4) — {2} — v & R st mesurable impligue ¢ue By oestoun sois-
ensemble mesurable dans B2

fa est le produit de deux parties mesurables dans E. done fs est un sous-ensemble
mezirable dans B2,

Amsl, lintersection B = &) 7 &) est mesurable dans B2 et par conséquent o fosetion g
Lesl mesurable

st flx) =y
3, & fiz) £y

Find Dz e
flz) = / iif = _/ Yo, |'I::'|..'-'_::""I!'s' - _/ gl ylay.
i ' a

S

Puisque, y(z.y) = = Xfo, rezyfby). O 4 slors

On n. il [{_,..', = [D. :] LA, J",:_I':: 5 I.l'J .:| = / Xi=s0, 1 tig _f[-’-':'L-:":"!I‘I = j ik .’-':l'.'-..':.
S 0

En appliguant le théoréme de Fubini-Tonelli, on obtient

st

o iy Fo S o
/.J[-EJrfa ='f I(f H',I.HJJ.L"j T"'="/ | /_q[.c:._r,r‘_ld,u;) =,( m {2 s [0, 1], ta filx) 50 du.
A |:||'~.L | 4 i Lo . - 14

SRl

3.3



Exercice 2 (8 points)
1. Enoncer lg théaréme de la comvergence monotone.

s
2. Caleul de lz limite @ lim |cosa)| e de
el i
ti] Etudier lz convergence. et déterminer la limite de la suite des foncticus
oo T e - ;
falz) = |cosiz)|ve™" définie pour » € |0, 20| et n 2 1.
HR=
: ] -
f1] Montrer que la suite { [ leos[x)|7e ‘:t:r} eat convergonte,
U amt
o :
fili) En déduire la valeur de la limite = lim [ leas{x)| v e de
Bl

Solution :

1. Théoréme de la convergence monotona
Scit { i bazr une guite de fonctions mesurables non-négatives sur un ensemble & mesurabie

idans E}: 5i la suite { f Loz o8t croissante et converge simplemeant vors foalors

lint }l( fotm = | fdm
E

Pt oe R

i
i , . e
2 Calcul de la limite : lim j lemsy )| me " e
[i]

= i

L'ensemble £ :={ -+ &7 : & € N] étant dénombrable, 'est un ensemble négligealis:

% s ' ] ) f l &
Pour tous v € [0, +00\E, la suite numérique (@) <= [cosix)|ne * converge vers 1a valow
[]} _i"--: j:.\:l ST

Ainsi. la suité deg fonctions fifz) = |eos(z)|5e™ définie pour .z & [0 5| ot v 2 1.
converge presque partout sur (9, +ocf, vers la fonction flx] 1= 7%

On a pour tout n'€ N, |fule)] € 77, ¥r 2 0, Dobae'la suite des fowcelions () ad
met une fonction dominante glx) = 7 (identigue & f) mtézrable sur (0. —acl Al
WL [ apris le théoréme de la convergence dominde, la limite £ ost intézrable, st 1o suit

[ 7=

. 1 s Vs s H
ij leoslz] e *ff.:;} est convergente (vers [intégrale de f).
| 1] il .

Wapres le théoreme de la convergence dominée, on a aussi

|'-|||I| ‘ e v Vb
TR | lim j legsiwi| e dr = / frahde = / £ ¥dr =1
, i i |

-

n—+oC .
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Dienartement de Mathematioues 205 Apnge Magyre et intégration
|

Mesure et intégrale de Lebesgue Examen [Duréw t Lhstmn}

Execrcice 1 15 poinis)

Erape donn ug espace probubiiss | {7, o soient dewst evenemnents A e &ot B e & e

,'_I;.'!ll = (14 it B = tLd, ul AN iil" =13

Cadoaler Tes prababilites des G Tl LS BT L

SR A Bt BTAT, AL B AT

Exercice 2 (8 poimts]

Vo Eapocer (6 1 seuinne e e pniver gl FEi Sl oot
s .
% Calen) de la lute : lim / lpos(in)| e,
=420 1y

v Fradior 1a convergenoe. e ad srminer 12 limite de i suité des fosictions

fola] = lobalr)| 57" defime peere € [ Foa) ot nzz 1.
i T
. [ f G 2
LT Mool ey gae =i =:| III T e T il el CROVETEELLE
I-I

i
ML

fi For didtinare o valenr de R TR e LA 15T ||I st e i

T, Iy

Exercice 3 (7 poiis)

1 £

Craailsaig ane fonerwref o LoD — M TR muesnealida, 81 BOsENE @ = LE

gvae B o= {3, g1 £ Woa % . tel gue gy < fFizlp.

1 Mantrer quae

(i1 La fometion g est mesirable

.
13l _Ir:'_":' —_ [ Iy II|'.|II!_.'.
fi
[ }

ity ez 2 o0. H rel e Flri == yli= ||II et el
[

g Bup decksire (ien utilisnus le théwrdoe du FrbimeTonelli) guu

e
Jll Flaide = [ m (e 10, 1], tel que fle) = 3y
akl
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(=l By 1 d gl S el
fia, Lia B30 5 B3 A S e [BUE u) e

pid) = Qb (B =04- plANE) =12

AlJBS ASs BE - BIMAT ALUBS: ASUET

ESEH I* L it T}
T _fu & [casfxire ™ dy e <2

A=
e |4l TS N | | 'L.'.- 1 " _-—I' | fari 4_"_|.. LTSy R _;-\.l:l:: ,\_..-__—: i
; . I ] —_ | T e .
Aefin 4| feosfx e day i b — h
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Lin J'LHE'IDEU:JIfin‘fm- il gl

s

ool AdE g adist )
o o Mt T A t
III | '|"_:- — [ J:' I'H."‘" ¥ __I|'|._|' I

o - ' o R SR 1 oot 1 Fi
mi{x e | L fia)>vi) = ‘I-I.' ot vlax i
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Mesure et intégrale de Lebesgus Examen | Duvde : Lhs0mul

Exercice 1 10 puniis)

Eravn domnid t espace peobambed (F £ wh sowent Gevis prdnemeats Ae S o Bed pabs (e

gl Ay =0 il =104, pulATHEy =12,

'1._;'.’.--. {0 U 'L"I'-l':hl'..lil' ey tlide A I LS Ll

Ay ol BE B0 AL AU B et AL L

Exercice 2 |8 poains)
1 Epaneer e rBdnta e o on¥ergenns T TS

o

- - - 1 I - 1
1 Cpdeul de Ja Dmite + i P T A KT Rt b 8
B =0+ IK 1

(4 Ttudier La comrergence, LF ddeermrimer la limite de i saite des fonchions

T
Jahd

S i
b Menteer e i suite 4: IJ' st ":'c.'"'} PR CONVETECTLE
] 1

Al i

u ke - I Y o
= |poalzve T définie poir x & (L. +eez) ebw 2L

e
) adaiee b vabeur de ladiose o il III pisl e T aT
Fa= Food

Exercice 3 |7 puims)
Etpaidbring g fnnetwn J o disly — M. Aoci dwsarable, of posons g = \x

gvee B = {{zy s 1 Ik tel que g€ fiz)f
1. Mlovzrer gue
11 La fonction g est e ra e
)
(4 rI"l'.Ef = [ t.';".l'_l,l:'-:.'l;:_.'.
5]

TR A T R = P Tl et FRRy 24 = T LT
' TR =) 1= ] LR 4y iy T T

9 B débare oo atibisant v onegrooe de Fuuam-Tonell ! gt

||:_ e
||" Fimide = j e £ 00, 1], tel que fled > ppidy
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Cépartement de Mathématiques U A nnde Mesure gt intégration

Mesure et intégrale de Lebesgue Examen (corrigé) (Durée : Thoatmn)

Exercice 1 [5 points)
Fsant donné un espace probabilisé (E. &, 0. solent deux évinements A € & o1 B 24 1ol que
AN =06, (B =04, pAN B =02
Caleuler les probabilités des événements sulvants
AR AR B BTAS AU B e AN BY.
Solution :

Puisque [E.& 1} est un espace probabilisé (p(E| < 4o, toutes les mesnres dientemnles

mesurables {les probabilités d'événcments) sont findes. On s done

pl A B = ald) +ul B —= AT B

%

Y =18

A =1— A1 =04l [WBY=1- B =05

Puisque on peut exprimer B comme une union disjeinte de 8o 4 et B0 A0
B=(BrAu(BrAs), ona ulf=pBnd)+ulBrn A%, don

MENAD =B —plBNnA) =024

ot AU BT = pl(ENAT =1 - BN A =03

On o aussi AU B = AN 8% =1 - ulANnBl= ':I.&E.

1/3



