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Analyse fonctionnelle appliquée Examen (corrigé)

Exercice 1 (4 points)
Soit un ouvert borné (non vide) Q2 C RY de frontiere T' "assez réguliere”.
Laquelle des propositions suivantes est vraie?
(i) CYQ) c HYQ) et C(Q) C L*(Q).
(ii) HZ(Y) C HY(Q) et WL3(Q) ¢ HY(Q).
(iii) C1(Q) c HY(Q) et C(Q) C L2(Q).
) D(Q) C HY(Q) et H2(T) C LX(T).

(iv

Réponse :
(i) (1 point)

/r\ne/rmthx CHQ) c HY(Q) ek C(Q) C L%(2) n’est pas vraie.
(ii) (1 point)

/r\r\cs/r\MAthL HZ(Q) C H}(Q) ek WH3(Q) Cc HY(Q) est vraie.
(iii) (1 point)

/r\no'r\omblm CY Q) c HY(Q) ek C(Q) c L*(Q) est vraie.
(iv) (1 point)

La /r\r\efrmxb«em D(Q) C H}(Q) ek H%(F) C L*(T) est vraie.

Exercice 2 (6 points)
Soit I un intervalle (non vide) ouvert dans R).

(1) Montrer que pour tout ¢ € D(I) et tout = et y dans I (x > y), on a
(@) W) < ¢ llz2 |z — vl (*)
(2) En déduire que I'inégalité () reste vraie dans H'(I),
Yu e HY(I),¥(z,y) € I x I, ona |u(@)—u(y) < [v]|p eyl
Réponse :

(1) (3 points)
VgoED /r\mmtoutxdydmwl(:p}y),magp()—cp(y):fx /(t)dt.dbinmk,

%“&MMmt%w mm»—w@n\uwmﬂnm—yﬁ ()

(2) ¢3 points)
@Wc}u& (7)mtmbme&/r\acedmedom,le(I),/r\euhhoutueﬂl(I)iQ
ew,bl:ewnewite{gpn}nx dams D(I teﬂ);eo[ue lim ¢, =u (dam,o Hl(I))gDofnc/r\oun

n—-+o0o

@bm)wwﬁmmmwméﬁa&m(*)mmm.



Exercice 3 (10 points)
Soient f € C(]0, 1]) et A un réel positif (A > 0). Considérons le probleme aux valeurs limites

(i)
(ii)
(iii)

—u"(z) + Mu(z) = f(z), pour x €]0, 1],

(P) , ,
u(0)=-1, u (1) =0.

Formuler le probleme variationnel associé au probleme (P).

Rappeler la définition d’une solution faible u du probleme (P).

Montrer I'existence et 1'unicité de la solution faible du probleme (P).

Réponse :

(1)

(2,5 points)

Onm%{hﬁéquﬂhmxdx%éfmhﬁ%du@h&%m(P)Mmegy@mve
Hl(]O,l[),mimtéﬁnemQ’imtenmapﬂe 10, 1], et & Laide d'ume imtégnakion pan nantie
o obbiemk

1 1 1
/0 u (z)v (z)dr —u (1)v(l) +u (0)v(0) + )\/0 u(z)v(z)dr = /0 f(z)v(z)dz
C@eznaml: wm/r\J:e des condibioms ausc &/mi,teb, oM a@oubl,t a

/ d:v+)\/ dw—/f x)dx +v(0

Dome, em conasidsnamk Q’e&/r\a/:,e de Hoillert H = HL(]o, 1), foc @@nm\e bilimsaine (wa
H)
1 1
a(u,v) ::/O u/(:c)vl(m)dx—i—)\/o u(z)v(z)dr Vu et vdans H'(]0, 1[),

/f z)dr +v(0), Vv e H'(]0, 1])

Trouver u € H, tel que
(Pvar)
a(u,v) = L(v), Yv € H,

(ii) (1,5 point)

C@mwmmduwwmumd(pm)mmwmnw&mwm(m

(iii)Ungguaeme(pw)Mmgaitw@wmmmaummdeéem

dolgrarm. En et



(’l) (1 point)
H = HY(0, 1]) eak Diem wm esnace de Rilllent.

()(1 oint)
Lo Uimsarite de o(., ) ok o liméarits de I somt Jaciloment vénfialles, poun
%W&LMQQM@WM,MMTD

Vzo € [0, 1], Vv € H(]0, 1[) 3¢y > 0, t.q. = |v(zo)| < crllvll o, 1p-

( ) (1,5 point)
La continuité de af(., . /lﬂmmboutuetvdam,le(Ol,mubk&AamtﬂmwﬂaH&te

deg‘eoﬁden (eaucpvg?cp\wan% —q—2 oM A

! !
la(u, v)] <lullp2llv L2 + Mull 2 {[v]l 22

hoimai, m/r\MM\JZc—maX{l)\} ek & deedeﬁmuagat&tede(emmpvb«?cp\ﬂwm%

LJ.OJMRQO’Y\.OP}M

la(u, v)| < cllull 1o, 1p 1Vl F1 o, 1p-

conbimue.

( ) (1,5 point)
La coercivité de af., . P peun teuk v dams H'(J0, 1]),em

a(v,v) = |72 + Allo|7
ek em /r\e{xamJZ a:=min{l,\}, o a lo. coencinsiks
a(v,v) = al[vll3 o, 1p-

(5) (1 point)
Ba combimuiks de L D peun teuk v e H(]O, 1])

v)| = \/ f@)v(@)dz +v(0)] < [ fllzzllvllizz + [0(O)] < (| fllz2llvll 1o, 1y + callvllzr o, 1p-
g)m
L) < (I fllz2 + er) [[oll a2 go, 1p-

@MW@M,LMWW&WW,MJ&MW

Toute les conditions du théoréeme de Lax-Milgram sont vérifiées; par conséquent le probleme
(P) posséde une solution faible unique v dans H'(]0, 1[).



