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Exercice 1. (6 points)

Soit [ = }- L, 1[. Les fonctions suivantes sont-elles dans [(f ) ?

(I) f(x)=lx|, xel, (2) h(x):{l, S{ : B=xxl

y ST —1l<x <.
Exercice 2. (6 points)

Soient E, F deux espaces de Hilbert réels munj des produits scalaires (

T:ESFetS:Fs £ deux applications qui satisfait pour tout (x, V)EEXF Ia relation suivante
(T6)), = (.50,

>: et (.,.}F respectivement,

1. Vérifier que T et S sont linéaires.
2.Enoncer le théoréme dy graphe fermé puis montrer que 7 et S sont continus.

Exercice 3. (8 points)

Sur I'espace de Sobolev A (]0,1[)(c’est un espace de Hilbert) muni de la norme usuelle

”u”i{, =J.0]’u(x)lzdx+_‘:‘u'(x)]2dx, on définie la forme bilinéaire - a(u,v) =j‘u(x)v(x)dx_

0

1) Montrer que a est définie positive.

2) On pose u, (x) = cos(nrx).
- Calculer a(u,,u,) et J ] et déduire que @ n’est pas coercive.
3) Soit la forme bilinéaire &(,v) = ['4, (x)v, (x) e [u(x)v(x)ax
- Caleuler 5(1,1) et b(w,u,) et déduire que b n’est coercive ni définie positive.

Définition : On dit que g est coercive si 3 >0; Vu e H, a(u,u)> a”u”z.
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Exercice 1. (6 points)

Soitu € H*(]0,1[ x ]0,1[). on définit pour tout x € 10,1[ Ia fonction
1
wl) = f e,
0
1) Montrer que v € 2(]0,1]).

dv
2) Calculerla dérivéea et déduire que v € H*(]0,1]).

Exercice 2. (6 points)

Soit A un espace de Hilbert réel et soient (-, > le produit scalaire sur H et || . || la norme associée.

1) Montrer quesi Vy e H, (x, y) =0 alors, x=0.

2) Soit u:H — H une application telle que <u(x)z> = (x,u(z)), Vx,ye H.
Montrer que u est linéaire.

3) Supposons que |x|=y|. Montrer que pour tout @,b R, on a lewe + By =[x +ay.
Exercice 3. (8 points)

Soient E, E,, Ey trois espaces de Banach de normes |-

k=123 tels que E, c E, c E,, l'injection
canonique i:E, — E, étant compacte et I'injection canonique j: E, — E, est continue.

1. Justifier que pour toute suite (xn)'121 de la sphere unité de E, il existe une sous suite (x k ) , qui
"=

converge vers une limite x € E,,

2. Montrer que si (”kxm) , est bornée dans E; alors x=0.
T

3. Avec un raisonnement par I'absurde, déduire que pour tout £ >0, il existe C, >0 tel que
|xll, < &]x], + C x|, , pour tout x € E, .
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Exercice 1. (6 points)
1) Soit f,ge I’ (R). Montrer que flgel (R).
2)  Soit £:]0,]] > R définie par

% 0<x£l,

Jix)= i 2

I-x, —<x<«1
2

Montrer que f e H! (]O,l[).
Exercice 2. (6 points)
Soit Q= ]a,b[ (a<b dans R). On définit I'ensemble V par V = {v e H' (Q);v(a)= O}.

1) Expliquer pourquoi I'ensemble VV est bien défini.
2) Montrer que V est fermé dans H(().
3) En déduire que V' est un espace de Hilbert pour la norme induite par celle de H*(Q).

Exercice 3. (8 points)
Soit H un espace de Hilbert réel de dimension finie (par exemple H = R"), et soient ( ' ) le produit

scalaire sur H et ” " la norme associée.

Soient a: H x H — R une forme bilinéaire continue, S ={u < H; |u| = 1} la sphére unité de H et
f:S—R définie par f(u)=a(u,u).

1) Montrer que S est compacte, (peut étre généraliserducas H =R )
2) Onsuppose que a est définie positive.

- Montrer qu’il existe u e H:f(;) < f(u), VYue H.
- Montrer que & =f(§) >0, en déduire que a est coercive.
. . v
3) On suppose que a est coercive. Soit 0 v e H, on pose u =ﬂ, montrer que f(u) >a. En déduire
vV

que a est définie positive.
Définition : On dit que aest coercive si 3a > 0; Vu e H, a(u,u)2 a’||u|[2 .

1/1




L
L
=3t +% (- =Ll
3 Y ‘3( 7()/{: "3 ;‘4§q=-6!-<=o
A 5’()\]: ﬂ\ g‘\'q<m<‘!£
_— | !
& '7_<m</t
{igoo [
n o~ %
1Jh+[4&(h£-1[:.’_!\:i<’4

olvne ‘gl‘g (04) Ce ga 'W\?Q\QW 9w gCH(}‘W

arb A
A On aprege, IL{B&M:LAD H2 ol
TV @™ peg hy-3



M V3 '(C«rwric\,a/)
ol
R

¥ enb A e b ANa, bl Sl oer b dlaea
|

) odovs Oy elimets o HY W) sV o LN T
CoRnes th borats dea.. Yabl. Mol D, el
en 9ec o w=l) Pt Mol i o Wi
Posszole e Secn (o bien 4i0L c).

ts) ¥ (

\

(L) ed

Y e ‘Qx\,puz‘a;ra HA(J»\ >U I—E—:. \Tra)e R e,\ra_.‘f‘

e Kox b ol Sonr s [Pie
‘4%.,\{‘-———'&1‘ d'c% \‘\,‘L(AA‘
En ef% ,er{k

cﬂ“\‘\ e, Son g

FL(@ L o A W
c>o . =
YV se Wiy | [FeolsAvg 2 o d %[h){_c\lﬁ"ww
R ar Q;st"quulr V=ZVev F et Rot —epPace
d(?—-e,rm-ei Adeton Hi(_q,\.
B9 ¥ Wil e Dk SO
Hiéﬂ,\ VAN, < Cawpw
D(@J V Y/ L%{)ace Ae %l'eé@r!’ pe-Y
lwolibe par afls o i (ay

pcz h oY g



Exercjeo Varianl, 3
zx Lrea\L 3
1) S ek formee bomle dun @¥ shone compacts.
U 'é con B Auv 8 dme alend Ao burne t'»%w\'e«m

2 qel 4, 7)) = {L(w Vue S,
aés Adore E_L—"-'\'SO’ M’par_ﬁwildzf(‘:)so'(ala)>o

\dvrel—{,- o prose Lr:—“%ﬂ olove 'g(u)>,0<

a(\&r U- A4
e Par ewmitx q(U‘,U‘) > O(NU'”L,
elaw ¢ 0C ) LV coerente .

3) w = ‘ e S olone 6(“)2‘*
UL

a(wuw) =tvil so & pdo




