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Exercice 01 (07 points)
Soit p € [1;00[. Soit (ap)ney € [®(C), on définit
T:IP(C) - IP(C)

(u-n)nEN = (anun)nEN .
I Veérifier que T est bien un endomorphisme continu de P(C)"

2. Montrer que T est compact si et seulement si lim a, =0
3. Les shifts & droite et a gauche sur [ (C) sont ils compacts ?

Exercice 02 (07 points)

Soit E = C[0; 1] muni de la norme ||. ||o. Pour tout f € E, on définit I’opérateur S par

E
SH) = f K(t,5)f(s)ds,
0

ou K(t,s) est une fonction réelle continue sur [0; 1] x [0; 1].

1. Montrer que § € L(E) (c.a.d. qu’il est linéaire continu a valeur dans E).

2. Montrer que pour toutn = 1lett € [0;1], ona |(S™f)(t)] SMIU’HM,

nl
n
oU M = Suppes,t<1|K (s, t)|. En déduire que pour toutn > 1, ona ||S7|| < Enl—

3. Déterminer le spectre de S.
Exercice 03 (06 points)

Soit (X, d) un espace métrique compact et f : X — X une application vérifiant

Vx,y) € XxX; x #y = d(f(x),f(¥) < d(xy)
Soitg : (X,d) — (R,|.|) définie par g(x) = d(x, f(x)).

1. Montrer que g est continue.
2. Soitxy € X tel que g(xo) = infg(x)
a- Vérifier l'existence du point x,
b- Montrer que x, est un point fixe pour ’application f.
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Montrer que si T € L(H) est normal, alors
(Indication : vous pouvez commencer par le cas auto-adjoint qui s¢ traite

plus facilement)
Exercice 02 (07 points)

Soit E = C[0; 1] I’espace de toutes les fonctions continues sur ’intervalle [0;
= [ lu(p)ldt .

deux normes suivantes ||[ulle = max;e(o;1][u(®l, [l
1. Montrer que I’application identique / : E, Il ) = (E,

déterminer sa norme.
2. Montrer que I’inverse [ -1 de |’application identique [ n’est pas continue .

( Vous pouvez utiliser la suite de fonctions u, (t) = t™).
3. En déduire que E muni de la norme II. ||, n’est pas un espace de Banach.

Exercice 03 (08 points)

Sur I’espace de Hilbert H = L?|
fonction définie par

(1) (Tx)() = [ cos(t = $)x(s) ds,

1) Vérifier par calcul direct que Tx € H etque [|T|| <m.

2) Calculer I’adjoint T* de T.

3) Démontrer que pour tout x € H, la fonction Tx est deux fois dérivable et vérifie une équation

différentielle qu’on précisera.

4) Donner une expression explicite de Tx par deux fagons différentes :

i) en utilisant la question 3,

ii) par calcul direct.
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Exercice 01 ( 05 points)
T2 =TIl

1] a valeurs réelles, muni par les

II.1l1) est une bijection continue et

—m; 7], on considére I’opérateur intégral T qui & tout x € H associe la
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Exercice 01 ( 05 points)
Soit H un espace de Hilbert complexe et 4; B deux opérateurs sur H. Montrer que les opérateurs AB et BA

ont méme rayon spectral.
Exercice 02 ( 08 points)

Soit S le shift a droite sur [2(C) i.e. unique opérateur linéaire continu vérifiant, Sley) = €41

ol(e,)nen €st la base hilbertienne canonique de 12(C), e, = (0,0,0, . 1,0,0, )
1. Déterminer I'adjoint de S. i
2. Expliquer pourquoi S n’est pas compact.
3. Déterminer les valeurs propres de S et S*.
4. Montrer que le spectre de S et de S*est inclus dans le disque unité fermé.
Exercice 03 (07 points):

Soit f € L?([0; 1]). On considére le probléme aux limites {xé),;(g ;(1];(2 0 (0

1) Montrer que (I) a une solution unique de la forme
x(t) = (TH@® = [, k(t.)f(s)ds, ()

s(t—1); si0<s<t

ou "(t's)z{r(s—n; sit<s<1

2) Réciproquement, vérifier que pour toute f € L*([0; 1]), la fonction Tf définie en (1) est deux fois dérivable
sur [0, 1] et est une solution de (I). En déduire que 0 n’est pas une valeur propre de I'opérateur T

3) i f est une fonction associée a la valeur propre A. Démontrer que A estnon nulle siet seulement si, f
non nulle, deux fois dérivable et vérifie

" __,1
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