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Exercice 01 : (6 points)

Trouver u € H*(Q), tel que

(Par) Z f 01;(.x)62v(X) f fvE)dx, Vv EH(Q).

Quelles sont les hypothéses du théoréme de Lax-Milgram vérifiées par le probleme (Byqr)?

2. Peut-on utiliser le théoréme de Lax-Milgram pour montrer I’existence et Iunicité de la solution du

probléme (P,q,)? (justifier votre réponse).

Exercice 02 : (6 points)

Soient £ = C([a, b], ]R), I’ensemble des fonctions réelles continues sur [a,b], muni de la norme de la
convergence uniforme notée par ”” - K: [a,b]x [a,b] — [R une fonction continue, ¢ € Eet A€ IR. On

considére "opérateur A: E — E défini par Ault)=olt)+ 2 J. K (r.8 (s )dds
(M -a))

o Hu —v||k_ Yu,ve £

1. Montrer par récurrence surz que 3M > 0;“,4”1:—/4” ”1 =

2. Déduire que pour tout réel 7, I’équation

{

u(t)= plt)+ )LJ‘ K (1, (s els,

o

admet une unique solution dans .

2/1 i 7 -

Soit Q c RN un ouvert (non vide) borné et assez régulier. Etant donné f € L*(€2), on considere le probleme




SN e L A I
lle non linéaire suivante -

Exercice 03 : (8 points) Considerons 'équation différentie

d?x(t, €) ) dx(t,€) N — _
bl - 14+ a&)x(t,e) =0,x(0,e) = 4, —2=2
e e(x%(t, &) — 1) 7 + ( )x( dt

ou 0<e«1, et Aa deuxconstantesréelles.

1. Trouver la solution approximative de Lindstedt du premier ordre de I"équation (1).
2. Appliquer la méthode de la moyenne pour trouver une solution approximative de I'équation (1)
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—(z? = 1) = —ax = (—A%sin®0 + 1) AcosO)  aAsinl) Atsin?Ocosl) + Acost) — aAsinf

L [;fr cosl (—A3sin*BcosO + Acost) — aNsinf)) do),

(4 1) (9)

°T sinf (—A3sin?0cos0 + Acosh - aAsind) do.
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Exercice 1 : (6 points)

Soit f € L?(]0,1]). Considérons le probléme

2
B8 s o Py =
= (L=0

1. Déterminer une condition nécessaire sur f (qu’'on admettra dans la suite), pour que le probleme (P)
ait une solution.

inégalité est vérifiée aussi dans H,,).
4. Formuler le probléme variationnel associé a (P), et montrer qu’il est bien posé.

Exercice 2 : (6 points)

Soit le systéme différentiel

dx )
dt_#x_ —x(xz+y2)
, u=0. (1)

d
E)t,—=x+uy—y(x2+y2)

1. Appliquer la méthode de Bifurcation de Holph a (1).
2. Quel genre, et que concluez-vous?

2. SoitH, = {v € H1(]0,1]) : fol v(t)dt = 0} le sous-espace des fonctions a moyenne nulle dans
H*(]0,1]). Montrer que H,,, muni de la norme de H*(]0,1[) est un espace de Hilbert.
3. Rappeler I'inégalité de Poincaré pour les éléments de Hg(]0,1[) € H*(]0,1[). (et on supposera que cette

(Ondonne a = 1_16 [fxxx + fxyy + Gxxy T gyyy._l + ]_;; [(f:ry(f.\'x + fyy) — Gxy (gxx + gyy)) — Bl +
fyygyyb-




Exercice 3 : (8 points)

Considérons 1'équation différentielle non linéaire suvante :

0,¢)
Pl 6) dx(te) e LT O
= +e(x3(t, &) = 1) o +x=0,x(0,¢€) T dt (2)
ot O<e«x.

1. Utiliser la méthode de Lindstedt pour trouver une solution approximative du premier ordre de
I"équation (2).

Appliquer la méthode de moyennisation pour trouver une solution approximative, I'amplitude et étudier
la stabilité du cycle limite de I'équation (2).
Montrer que: Siona x = 7 cos g et lecos B (1 —r2cos?0)sinf| < 1,

dr
donc 26 = —€r(1 —1r%cos?0)sin?6 + 0(&?).

(¥5]
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EQUATIONS DIFFERENTIELLES ET APPLICATIONS 6 MAaRrs 2021

\/ /cice 3-2 (8 points) : Soit 'équation différenticlles de Van Der Pol suivante:
2
Ve d-y ty=c (] 2) dy 0
; TS =€c\l —1 — €

avec les conditions initiales y(()) = A et d‘y((])/(ﬁ; == b,

Reéponses
L. Approximation de Lindstedt, pour ordre €, la solution de Péquation (1) est
N 11 . AY .
y(6,¢) = Acos + ¢ [(ﬁA - 2) sin ) — 32—,5?71,50] (1pt) (2)

i f — _1 m '
tq @ = wt = (14+0(¢c)) (0.5 pt), pourque w; = e f02 cosOF (Acosfl, —A sinf) dff = 0.(1.5 pt)
_ ™
2. Onaw=1, F(z,z) = (2 — 1)z, donc le systéme s’écrit

A= 25 [ Acos (1 - 4 sin?6) .

(0.5pt) ¢ & (3)
d = T i Heos _ A2 a2 )
Ty J;" sinfleos (1 — A® sin®) df
A A
= A=1d4_ EZ—T (Ing — A2Lp) = = (lom — A2Li2r) = % (4— A2)
dA € 1 1 1

= [ == N = = et +In(c
I Za—my~sl#=8] (4A+ 32— A) 8(2+A)) Rl

)
=2nA—In(2—-A)—In(2+ A) =€t +In(c)

A? _
2
Posons A (0) = Ay = c= 4—152170,
d’autre part

1A2

In (C(_,l—fzgz_)) =€t = mf—i"?) = Gd = AQ = C(4 — Ag)(‘,d — .42 (f) = e AP

e
= A(t) = = T 0.5 pt
(t) (A tyerr]? (0.5 pt)

Notons que A (t) — 2 indépendammente de A.
l—=+00

D’autre part
d(t)=0=>d()=2(0) =D = % (0.5 pt)

La solution est dounée approximativeient par @ (£} = m.s'j'rz, (t + g) . (0.5 pt)
ﬁ-l [ o

* ]a stabilité du cycle de ’équation de Van Der Pol: Ona A = % (4 — A?);
GA)=0=>A=0et A=£2=A=2 (0.5 pt)
* §i Pamplitude A = 0 : correspond au point d’équilibre ( le cyele limite = point d’équilibre ):

T =1y,
y=—a—¢(?—1)y

le ])01!1[;1;&(111'1“"!1‘(! y = 0' o=k (,’L’_ y) — (0. 0) )
—z—e{z?-1)y=0



o a3

=x gj I'amplitude A =2, on a

{ x(t) = 2sin (1 + Op) ,

‘ =5 m®
T (f) = 2c0s (f- <4 ‘.1’[))

1. Stabilité de cycle limite G' (A) = § (4

1) - i (1) =4 = A = 2correspond an cycle limite.

- 3A%) = G (2) = —¢, (0.5 pt)

*Sie>0: G (2) = —¢ < 0, done on a un cycle limite stable,

¥*G8ie<0: G (2) =—¢ >0, donc on a un cycle limite illh‘!’ﬂhf(’!.

2. Stabilité du point d’équilibre G (A) = { (4 — 34%) = ¢ (0) = &, (0.5 pt)

¥Sie>0: G (0) >0, done A =0 est instable.

**Sie<0: G (0) <0, done A =0 est stable.

5. Onaax =recosf et |ecosf (1 — rcos*) sinf| < 1 donc %(‘) = —er (1 - r2c0s%0) sin®0 + O ()

{

x =rcosf, y = —rsind

r=—er(l—r

{ 0 = —1+ ecost
L dr_ e (1 — r%cos?d) sin’6
df  —1+ ccosf (1 — r2cosf) sinfd’

T =,

QZ—J:ﬁe(mg_l)y:

2c0s0) sin0, (1 pt)
(1 — r?cos®d) sind. (0.5 pt)

a = ecosf (1 — r’cos®d) sind

puisque |a| < 1: %—m =—l-a-a’-..=-14+0(a)

= % = er (1 — r2c0s®0) sin?8 (—1 + O (¢)) (0.5 pt)
d

S — (1 — r2c0s%8) sin®0 + O (€?)
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Exercice 01 :(6 points)

Soit f € L2(]0,1]).

1. Etant donné ¢, € [0, 1], montrer que |v(ty)| < ‘ﬁHU”qumDn v v e H (]0,1]).

2. Formuler le probléme variationnel, et montrer I’existence et I'unicité de la solution faible du probléme
aux valeurs limites sujvant

2
dt2
du
FO=u®, Ray--

(t) + u(t) = f(t), pourte]o, 1],

Exercice 02 :(6 points)

Soient £ = C([a, b], IR), I’ensemble des fonctions réelles continues sur [a,b], muni de la norme de la
convergence uniforme notée par ||” i B [a,b]x [a,b] — IR une fonction continue. Fixons un élément ¢ e E .

Donner une condition suffisante sur 4 € /R pour que I’équation
u(l) =olt)+ ,&J K(I..\')u(x)cﬁs;
admette une solution unique dans E.

Exercice 03 :(8 points)

, , 2=~y +ux + 2xy?)
Soit le systéme différentiel dy w=0. (1)

=t u(=3y + 6x2y2)

1.~ Appliquer la méthode de Bifurcation de Holph a (1). Quel genre, et que concluez-vous?
d
2. Si x =rcosf, y =r sin0, calculer f—i-g-.
1 ]
(On donne a = — [fi feyy t Gxxy + Gyyy] + PP [(ﬁ'y (fex + Fimed = By e ny)) =
ﬁcx.gxx + f;ty.gyy])-
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