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Exercicel :(08pts)

On considére le prohlfn}g_ suivant :

R L LA R, te[0,T]
) B e =hs '
u(x' 0) = uO(x):

olt up € C*R,R), T >0 eta> 0.
Ce probléme admet une solution unique u(x,t).
On se donne : '

=~ _____, n _— e
At=k i th=nk, n=0;1;.;N+1,

Ax=h,x;=iheti € Z.

1. Montrer que la solution u de (P) satisfait :
(¢)) a(xg t““) = ulx;, t) — ak%'ﬁ(xi, t") + = a2k2 g = (x,t™) + 0(k?),

letsi A= 1 u(xl,t’” ) —u(xi ) .
2. Montrer que l’ég alité (1) nous donne le schéma suwant

1
= ui‘ = El(uwi ul 1) +E 2' (ul+1 2'11.? e u?—l) n>0, ieZ

: % uﬁ(xl,)! ’ i €EZ
2.1. Donner I’ordre de ‘consistance du schéma.
{2.2. Etudier la stabilit¢ du schéma pour la norme L*.

Exercice2 :(07pts)
En un point. M d'un pohde élastique, I'état des contraintes est donn€ par le tenseur suivant
e £ a 2 2
o =2 3 4]:aetb sontdeux constantes réelles.
2 4 b

Ona appelle o, o ,| et o, les contraintes principalesdu 0 ol g, 26, 2 0, L8 troisiéme duchon t

associée d O est x + [0,-7];, J_) et la contrainte tangentielle agissant aupoint M etz _ . = 6.

Détg;fgi;;l#:"lcs constantes @ et b et les contraintes principales o, o, et 0.
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- On cherche dans cet exercice a résoudre le probléme suivant:

’;’“' "'{-—u" + au®=f, dans I, )
' 'U.(O) = u(l) — 0:

ol f estii_im forjetion continue donnée et @ un paramétre réel positif donné.

L. SOlCﬁttﬁ etuz del,xx fonctions de classe €2 solutions du probléme(1). Démontrer que l'on a
; ‘Jb duip= b Pdx + afl(ui‘ u3)(uy — up)dx = 0.

En dédune qﬁ‘e l‘oi;l ~ l;é;essa:rement U =1uy.

2. Monitret qué t’ou;e s_gluf:mn u € C2(]0, 1[) du probléme (1) vérifie la formulation suivante

| . Vve H3 (D), fol uv'dx + afol wvdx = folf vdx. (2)

3.0n s'mtéresse do éﬁntenant au probléme suivant

.'Trouife'r' u € H3}(1), vérifiant les équations (2). P
Pour _tout v € Hj (I) , on introduit la fonctionnelle énergie suivante
‘ 1 1 1

1 .
E(v) = Ef lv'2dx + g[lvl"dx - ffvdx ;
0 0

3.1. Demont:rer que 1‘é%ergle E est minorée sur l'espace H} (D).
3.2. S01t u EHQ(I) teile que E(uw) = Inf{E(v), v € H}(D)).

Demontrcr qqe.l__a fenc t;on. u est un solution du probléme (P).
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La contrainte normale :
' 0 0) 1
1 1 B _9)
it ..-\ 1 \,-(b
' ‘[2.{1\ V2 p—4 2
D'ou:a3=aﬁ:‘5(b—5) ‘
:lle-—aﬁr-O

La contrainte tangenti

Soit:

Dotu:b —3 MPa

Par conséquent : 03 =

La contrainte

Ce qui domne :

Par ailleurs les X

aveC

les trois équatio

La solution est

tangentielle maximale e

elle nulle dorne ot

}i[l+(b~4)2]~

= -1 MPa

st Tmax

0= 2T max +

pressions des
11 = TT(O’) =l

[, = det(c) = 3ab

1
=-(0

invariants donnent :

l(b~5)2=0
4

L — 03)

0'3'-:12—1-_:11MPa

+3+b:g}+02+03
_16a — 4b + 20 = 010203

g =11, gz =—1 et b=3
ns se réduisenten: > S LT
Uz+10=a+6
110'2=7,'_1_8
a=9MPa

o, = 5MPa
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Exercicel :(08pts)
On s’intéresse de la discrétisation du probléeme suivant :

du 8%u

——-——=-u(xt)=0 (xt)€[01] xRy

u(0,t) =u(1,t) =0 teR,
u(x,0) = up(x) x € [0,1].

On note u(x, t) la solution de (P) de classe C*.

Pour:

x;=1th, h= ﬁ;, i=0,1,...N+1, t*" =nk, n€N.
OnposeT >0etkn <T.
On considére le schéma suivant :

n+1 n n+1 n+1 n+1
ult =yl oyl - 2u T .
L = P Tt hlz —u=0 i=12;..;N, n€N.
uE""l = uﬁii =0, neRN
0 _ F A 5
= 1 (%) b =42l

1. Montrer que le schéma demande, a chague pas de temps, la résolution du systeme linéaire :
(D AT = b,
ou AeRYY , pe RN adéterminer.
2. Prouver que le systéme (1) admet une solution unique.
3.Pour n € N, on pose ||U" ||l = Supieqz2;..n| Ul |
3.1. Montrer que :

A4k <1+k) 7k
3.2. Sous quelle condition sur ket h le schéma est stable, en déduire que :
U™l < eT|U°.e.

Exercice 2: (07pts)
L'état des contraintes en un point d'un solide est donné par

1 3 3
o = |3 1 3
3 3 1

1. Calculer les contraintes principales (o, >0, > o,) dutenseur o .

2. Déterminer le vecteur normal 7 au plant p qui coupe les axes de repére aux points
A(1,0,0), B(0,1,0) et C(0,0,2).
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3. Calculer les composantes normale o, ettangentielle o duvecteur contrainte agissant sur lep ,
4. Déterminer les directions principales du tenseur o .

Exercice 3: (05pts)

On pose w un ouvert quelconque de ['espace IRY et soit f € L?(w). On considére le probléme suivant:

Au+ u = f, dans w,
[ (1)
u = 0, sur odw.

1. Trouver la formulation variationnelle du probleme (1) a la forme :

u € Hy(w), )
a(u,v) = L(v), Vv €H}w).

2.1. Montrer qu'il existe une solution unique du probleme (2).

2.2. Déduire un autre formulation variationnelle du probleme (1) ala forme optimiser

u €ev,
{ J@) = minj().
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x;=ih, h=-—i=0,1,.,N+1, t"=nk, n€N
N+1
OnposeT >0etkn <T,

On considére le schéma suivant :

n+l n n+l n+1i n+1
il 7Y L e L PP 0

= i=12;...;N, neN,
k h?

ugtr= gttt =, ne€N

U =uy(x,) i=1;2;..;N,

1. Montrer que le schéma demande, a chaque pas de temps, la résolution du systeme linéaire :

(D AUTtL= b
ouA € RMN pheRMN 3déterminer.

2. Prouver que le systéme (1) admet une solution unique.
3.Pour n €N, onpose ||U"]|.. = Supjeqy 2...my Ul
3.1. Montrer que :

1
—<
1% S 1+ Bk,
pour f = l—iz, k €]0,al,a €]0,1[.
3.2. Sous quelle condition sur ket h le schéma est stable, en déduire que:

10w < efTIIU°]|..

Exercice2 :(07pts)

La réparation des contraintes dans un corps solide déformable en

de volume est donnée par le tenseur suivant rapporté au repére (0
Xt X, o2 (x,%,) 0

o =[0,(x,x,) x-2x,

0 0 x5

1€y €55€5) 4
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Spécialité ; Mathématiques appliques rpabaidy
Variante : | 3 | 1) s e
Epreuve : Mathématiques appliques / Aiukill cilual )l 2
Durée : e 5adl | Coefficient ; 03 d“":
Date : 6/3/2021 ;82 | Heure : 15:00 ata
Exercicel :(08pts)
On s’intéresse de la discrétisation du probléme suivant :
du 8%u
a—@*u(x,t) =0 (xt)€e[0,1] xR,
®) u(0,t) = u(1,t) = 0 teR,"
u(x, 0) = uy(x) x €[0,1]
On note u(x, t) la solution de (P) de classe C*.
Pour :

équilibre statique sans effet des forces

3 |(I'etat des contraintes est indépendant de l'axe 0x,)
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La contrainte agissant au point A (0,1) sur un plant verticale de normale inclinée de 45 * par rapport a I'axé

0X, , est une contrainte de cisaillement pur 7. Déterminer o,,(x,, x;) et donner la valeurde 7.

Exercice3 :(05pts)
Onpose @ un ouvert borné régulier de classe ¢l etsolt f €L*(w) et g est

fonction de H(w). On considére le probléme sulvant:

un trace sur 0w d'une

Trouver u telque
—Au = f, dans w, (1)

ou
u +-=9 sur dw .

1. Montrer que toute solution du probléeme (1) estune solution d'un probléeme ala forme :

{ u eV, 2
a(u,v) = L(v), Vv eV @)
ou V estun espace de Hilbert, et a, L sont des formes bilinéaire et linéaire, respectivement.
2.1. Montrer qu'il existe une solution unique du probléeme (2).
2.2. Déduire un autre formulation variationnelle du probleme (1) a la forme optimiser
{ u €V,
u) = min ;
Jw) = minJ()

2/2
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“{Solution
[ s équations d'équilibre statique :
3011+5012+3013=0 0013 _ _; (1)
0x oy 0z oy
doyy G0 Oon _, L2y @)
ox dy 0z 0x
do)) +f3°12+5°|3 -0 0=0 (3)
ox oy 0z ‘
L'équation (1) donne : c12= -y + /(%)
E\%ﬁ'—éﬁu;x{igrr(?.) ; f(x)=2x+c; c:constante
D'ou: cn=2x-y+c
1 -l+c 0
Le tenseur des contraintes au point M(0,1): |-1+¢ = 2 0 .
0 0 1
! c
1
Le vecteur contrainte au point M selon n = 1N2<110>: T=06-n= _«E c-3
0

La composante normale cu= n.T=c~-3/2
La contrainte est une contrainte de cisaillement pure : o» = 0 douc=3/2 (MPa)

Finalement : c12 = 2x—y + 3/2

La composante tangentielle : ©= J|T|2 ~g¥= \/(702 +(c-3)? -(c- 21))2 = %MPa
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