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Examin (60 min) 

 :    01التمرين 

 موضوعون على التسلسل.  Cو مكثفة  Rومقاومة ، Lنظام كهربائي مكون من وشيعة 

 ؟ qة بدلالة الشحن اوجد المعادلة التفاضلية للحركة1. 

   اذا تلاحظ ؟، مi  اوجد المعادلة التفاضلية للدارة بدلالة شدة التيار 2.

 ؟ وماهي العوامل المميزة الحركة    ؟ماهي طبيعة الحركة  .3

 ؟ ما هو نوع التخامد ،  R=√(L/C). إذا كانت 4

    ؟aωوسعة الحركة  ؟ المعادلة التفاضليةحل  اوجد.  5
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 :    02التمرين 
ملة التخامد . جOيمكنها الدوران حول نقطة   m و Mتحمل في نهايتيها كتلتين  3L عارضة طولها

 .عند الاتزان النابض يكون غير مشوه و العارضة عموديةα .بمخمد معامله  معبر عنها

دالة ضياع   و Uالطاقة الكامنة  T,اوجد الطاقة الحركية 1.
  D . ة الطاق

و المعادلة التفاضلية للحركة.   Lاوجد لاغرانجيان الجملة  2.
   ؟ 0ω  و  δج استنت

  2/2θ –θ = 1  cosθ = θ, sinتعطى : 
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EXAM (60 minutes)

Exercise 01 : En e¤ectuant un changement de variables ( x = 1� sin t ).
Calculer : I =

R 1
0
x

q
1� (x� 1)2dx:

Réponse : La variable x décrit [0; 1] lorsque la variable t décrit [0; �
2
] et dx = � cos tdt. On en déduit

I =

Z 1

0

x

q
1� (x� 1)2dx =

Z 0

�

2

(1� sin t)
q
1� (1� sin t� 1)2 (� cos tdt)

= �
Z 0

�

2

(1� sin t)
p
1� sin2 t cos tdt =

Z �

2

0

(1� sin t) cos2 tdt =
Z �

2

0

cos2 tdt�
Z �

2

0

sin t cos2 tdt

=

Z �

2

0

1 + cos 2t

2
dt�

Z �

2

0

sin t cos2 tdt =

�
t

2
+
sin 2t

4
+
cos3 t

3

��
2

0

=
�

4
� 1
3
:
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Exercise 02 : Soit l�ensemble des points D =
�
0 � x � 1; 0 � y � 1 et (x� 1)2 + (y � 1)2 � 1

	

Dessiner le domaine D, puis calculer l�intégrale
ZZ

D

xdxdy.

Réponse :
1)

2) La condition (x� 1)2+(y � 1)2 � 1 équivaut à jy � 1j �
q
1� (x� 1)2 et, comme 0 � y � 1 on a

nécessairement y � 1�
q
1� (x� 1)2. AlorsD =

�
(x; y) 2 R2 : 0 � x � 1, 1�

q
1� (x� 1)2 � y � 1

�
.

On calcule l�intégrale

ZZ

D

xydxdy =

Z 1

0

 Z 1

1�
p
1�(x�1)2

xdy

!

dx =

Z 1

0

�
x [y]1

1�
p
1�(x�1)2

�
dx

=

Z 1

0

x

q
1� (x� 1)2dx = �

4
� 1
3
:(d�après Exercise 01)
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Exercise 03 : Montrer que un =
ln(n!)
n!

� vn = n
2

n!
, puis conclure la nature de la séries

P ln(n!)
n!

Réponse :1) On a n! = n (n� 1) (n� 2) :::1 � nn:::n = nn d�où ln (n!) � ln (nn) = n lnn � n2.
Alors, un =

ln(n!)
n!

� vn = n
2

n!
.

2) On applique la règle de D�Alembert : lim
n!1

vn+1

vn
= lim

n!1

(n+1)2

(n+1)!

n2

n!

= lim
n!1

n!

(n+ 1)!

�
n+ 1

n

�2
= 0.

La série
P

n
2

n!
est convergente donc,

P ln(n!)
n!

est convergente (d�après la règle de comparaison).
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Exercise 04 : Soit f la fonction 2�_périodique dé�nie par f(x) =
�
�1; � � < x < 0
1; 0 � x � �

1) Tracer le graphe de la fonction f sur[��; �]
2) Écrire la sérier de Fourier S (t) associée à f .
Réponse : Calculons ses coe¢cients de Fourier : On a f est impaire donc a0 = an = 0 et

bn =
1

�

Z
�

��

f (t) sin (nt) dt = � 1
�

Z 0

��

sin (nt) dt+
1

�

Z
�

0

sin (nt) dt

=
1

�n
[cos (nt)]0

��
� 1

�n
[cos (nt)]�0 =

1

�n
(2� cos (�n�)� cos (n�))

=
2

�n
(1� cos (n�)) =

(
0, pour n = 2k pair,
4

�n
, pour n = 2k + 1 impair

La série de Fourier de la fonction considérée s�écrit donc

f (t) = S (t) =
4

�

X

n�1

sin (2n� 1) t
2n� 1 ; pour t 6= ��; �:
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Exercise 05 : 1) Décomposer en éléments simples la fraction
1

(p+ 1) p2

2) Utiliser la transformée de Laplace pour déterminer la solution d�équation di¤érentielle
y00 (t) = e�t, avec y(0) = y0(0) = 0.

Indication : L (tne�at) (p) = n!

(p+ a)n+1
.

Réponse :1) On pose
1

(p+ 1) p2
=
Ap+B

p2
+

1

p+ 1
=
(A+ 1) p2 + (A+B) p+B

(p+ 1) p2

On tire B et A = �1 d�où
1

(p+ 1) p2
=
1

p2
� 1
p
+

1

p+ 1
:

2) On applique la transformée de Laplace on aura

Ly00 (p) = p2Ly (p) = L
�
e�t
�
(p) =

1

p+ 1

On en déduit
Ly (p) = 1

p2 (1 + p)
=
1

p2
� 1
p
+

1

p+ 1
(d�après 1 )

Retrouvons y en appliquant la transformée de Laplace inverse, on trouve

y (t) = L�1
�
1

p2
� 1
p
+

1

p+ 1

�
= L�1

�
1

p2

�
� L�1

�
1

p

�
+ L�1

�
1

p+ 1

�

= t� 1 + e�t:






