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EXAM (60 minutes)

Exercise 01 : En effectuant un changement de variables ( z = 1 —sint ).
Calculer : I = fol zr/1— (x —1)%dz.
Réponse : La variable x décrit [0, 1] lorsque la variable ¢ décrit [0, 7] et dv = — costdt. On en déduit

I = /x\/l— (x—1) dx—/ (1 —sint) \/1— (1 —sint — 1)* (— cos tdt)
= —/ (1 —sint) V1 — sin? tcostdt—/ (1 — sint) cos® tdt = / cos tdt—/2sint0032tdt

0 0 0
21+ cos2t 2 t sin2t cos®t]? 7 1
= —dt — intcos’tdt = | = =- .
/o 5 /0 sint cos [2 + 1 + 3 L 13
hodhddd

Exercise 02 : Soit I'ensemble des points D = {0 <2 <1,0<y <1let (z— 1)+ (y—1)°< 1}

Dessiner le domaine D, puis calculer I'intégrale / / xdxdy.

Réponse :

D)

iy

0 i + + t i
00 02 04 06 08 10 12 14 16 18 20
z X

2) La condition (z — 1)+ (y — 1)* < 1 équivaut & |y — 1| < /1 — (z — 1)* et, comme 0 < y < 1 on a

nécessairement y > 1— 1—(x—1)2.A10rsD:{(x,y)E]Rzz()SxSl, 1-— 1—(x—1)2§y§1}.

On calcule I'intégrale

/D/:z:yda:dy = /01 (/:m:cdy) dr = /01 <x [y]i_m) dx

dhodododod

Exercise 03 : Montrer que u,, = HS?!) <wv, = —? , puis conclure la nature de la séries ) =
Réponse :1) Onan!l=n(n—1)(n—2)...1 <nn..n=n" d’ou In(n!) <In(n") —nlnngn :
In(n!) < n?

Alors, u, = = < w, = .

1
§ d’aprés Exercise 01)

»l>|>1

—

In( n')

(n+1)*

m ! 1\?
2) On applique la régle de D’Alembert : lim —“* = lim D0 — fyy " <n+ ) = 0.

- 2 In(n! X X :
La série ) 7 est convergente donc, ) %’f) est convergente (d’aprés la régle de comparaison).



Exercise 04 : Soit f la fonction 2w périodique définie par f(z) = { B

1) Tracer le graphe de la fonction f sur[—m; 7]

2) Ecrire la sérier de Fourier S (t) associée a f.

Réponse : Calculons ses coefficients de Fourier : On a f est impaire donc a9 = a,, = 0 et
0

1 [7 1 1 [7

b, = — t) si t)dt = —— i t)dt + — i t)dt
7T/Trf()sm(n) 7r/ sin (nt) +7T/0 sin (nt)
1

1 1
= — [cos (nt)]°, — — [cos (nt)]y = — (2 — cos (—nm) — cos (nm))
9 0, pour n = 2k pair,
™ ( cos (n)) —, pour n = 2k 4+ 1 impair
™

La série de Fourier de la fonction considérée s’écrit donc

ft)=5() ZEZ%’ pour t # —7, 7.

hodododod

Exercise 05 : 1) Décomposer en éléments simples la fraction

(p+1)p?
2) Utiliser la transformée de Laplace pour déterminer la solution d’équation différentielle

Y (1) = ™", avee y(0) = y/(0) = 0.

n!
Indication : £ (t"e %) (p) = ————.
e ) =
1 Ap+ B 1 (A+1)p*+(A+B)p+ B
Réponse :1) On pose = + —
Réponse :1) (p+1)p p? p+1 (p+1)p?

On tire B et A = —1 d’ou
1 1 1 1

p+1)p* p* p p+1

2) On applique la transformée de Laplace on aura

1
,C " _ 2[, — L —t —_
y" (p) =p°Ly(p) =L (e™") (p) 1
On en déduit ) 1 1 1
Ly(p) = 57——== (d’apres 1)

- = + -
pP+p) > p ptl
Retrouvons y en appliquant la transformée de Laplace inverse, on trouve

11 1 1 1 1
) = L' -4 — )= (=)-c'(=)+c(—
v (®) <p2 p+p+1> <p2> (p)+ <p+1)

= t—14¢et.
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