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Exercice 1 (8 points)

Soient p ∈]1, +∞[, et {fn}n⩾1 la suite de fonctions réelles définies sur l’intervalle ]0, 1[ par

fn(x) := n1/pe−nx

Montrer que
(i) La suite {fn}n⩾1 est bornée dans Lp(]0, 1[).

(ii) La suite {fn}n⩾1 converge faiblement vers 0 dans Lp(]0, 1[).

(iii) La suite {fn}n⩾1 ne converge pas fortement vers 0 dans Lp(]0, 1[).

Réponse (exercice 1) :

(i)
M`o“n˚tˇr`o“n¯s `qfi˚u`e ˜l´affl ¯sfi˚u˚i˚t´e ∥fn∥Lp `eṡfi˚t ˚u‹n˚i˜f´o˘r‹m`é›m`e›n˚t ˜bˆo˘r‹n`é´e ¯p`a˚rffl ˚r`a¯p¯p`o˘r˚t `àffl n :

∥fn∥pLp =

∫
0

1

(fn(x))
p dx =

∫
0

1

ne−pnxdx =
1− e−pn

p
⩽ 1

p
, ∀n ⩾ 1.

C`e `qfi˚u˚iffl ”m`o“n˚tˇr`e `qfi˚u`e ˜l´affl ¯sfi˚u˚i˚t´e {fn}n⩾1 `eṡfi˚t ˜bˆo˘r‹n`é´e `d`a‹n¯s Lp(]0, 1[).

(ii)
Rappel (voir TD-02) : O”nffl ¯sfi`a˚i˚t `qfi˚u`e, ¯sfi˚iffl

(1) ˜l´affl ¯sfi˚u˚i˚t´e {fn}n⩾1 `eṡfi˚t ˜bˆo˘r‹n`é´e `d`a‹n¯s Lp(]0, 1[), `eˇt

(2) ˚i˜l `e›xˇi¯sfi˚t´e D `d`e›n¯sfi`e `d`a‹n¯s ˜l´e `d˚u`a˜l (Lp(]0, 1[))∗ : D
Lp(]0, 1[)

= (Lp(]0, 1[))∗,

`a˜l´o˘r¯s, ¯p`o˘u˚rffl `qfi˚u`e ˜l´affl ¯sfi˚u˚i˚t´e {fn}n⩾1 `c´o“n‹vfleˇr`g´e ˜f´a˚i˜b˝l´e›m`e›n˚t ”vfleˇr¯s f `d`a‹n¯s Lp(]0, 1[),
˚i˜l ¯sfi˚u˜f¨fˇi˚t `qfi˚u`e

∀φ ∈ D, lim
n→+∞

∫
0

1

φ(x)fn(x)dx =

∫
0

1

φ(x)f(x)dx.

S̀o˘i˚t Cc(]0, 1[) l„`e›n¯sfi`e›m˜b˝l´e `d`eṡ f´o“n`cˇtˇi`o“n¯s ˚r`é´e¨l¨l´eṡ c´o“n˚tˇi‹n˚u`eṡ `eˇt `àffl sfi˚u¯p¯p`o˘r˚t c´o“m¯p`a`cˇt

`d`a‹n¯s l„˚i‹n˚t´eˇr‹vˆa˜l¨l´e ]0, 1[.

(1) O”nffl ¯sfi`a˚i˚t `dffl’`a¯p˚r`èṡ ˜l´affl `qfi˚u`eṡfi˚tˇi`o“nffl ¯p˚r`é´c´é´d`e›n˚t´e (i), `qfi˚u`e ˜l´affl ¯sfi˚u˚i˚t´e {fn}n⩾1 `eṡfi˚t ˜bˆo˘r‹n`é´e
`d`a‹n¯s Lp(]0, 1[).



(2) O”nffl ¯sfi`a˚i˚t `qfi˚u`e ˜l„`eṡfi¯p`a`c´e Cc(]0, 1[) `d`eṡ ˜f´o“n`cˇtˇi`o“n¯s ˚r`é´e¨l¨l´eṡ `c´o“n˚tˇi‹n˚u`eṡ `eˇt `àffl ¯sfi˚u¯p¯p`o˘r˚t
`c´o“m¯p`a`cˇt `d`a‹n¯s ˜l„˚i‹n˚t´eˇr‹vˆa˜l¨l´e ]0, 1[ `eṡfi˚t `d`e›n¯sfi`e `d`a‹n¯s ˜l´e `d˚u`a˜l `d`e Lp(]0, 1[) :

Cc(]0, 1[) = L
p

p−1 (]0, 1[) = (Lp(]0, 1[))∗ .

D’`a˚u˚tˇr`e ¯p`a˚r˚t, ¯p`o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚t φ ∈ Cc(]0, 1[), ˚i˜l `e›xˇi¯sfi˚t´e `d`eˇu‹x ˚r`é´e¨lṡ a `eˇt b ˚t´e¨lṡ `qfi˚u`e
supp(φ) = [a, b] ⊂]0, 1[, `eˇt M > 0 ˚t´e¨l `qfi˚u`e |φ(x)| ⩽ M, ∀x ∈]0, 1[. A˚i‹n¯sfi˚iffl,

|
∫
0

1

φ(x)fn(x)dx| ⩽ M

∫
a

b

n
1
p e−nxdx ⩽ Mn

1
p e−na −−−−−−−→

n → +∞
0.

P̀a˚rffl `c´o“n¯sfi`é´qfi˚u`e›n˚t, {fn}n⩾1 `c´o“n‹vfleˇr`g´e ˜f´a˚i˜b˝l´e›m`e›n˚t ”vfleˇr¯s 0 `d`a‹n¯s Lp(]0, 1[).

(iii)
P̀o˘u˚rffl `qfi˚u`e {fn}n⩾1 `c´o“n‹vfleˇr`g´e ˜f´o˘r˚t´e›m`e›n˚t ”vfleˇr¯s 0 `d`a‹n¯s Lp(]0, 1[), ˚i˜l ˜f´a˚u˚t `qfi˚uffl’`e¨l¨l´e
”vfléˇr˚i˜fˇi`e

lim
n→+∞

∥fn − 0∥Lp = lim
n→+∞

∥fn∥Lp = 0,

`o˘rffl,
∥fn∥pLp =

∫
0

1

(fn(x))
p dx =

∫
0

1

ne−pnxdx =
1− e−pn

p
−−−−−−−→

n → +∞

1

p
̸= 0.

D`o“n`c ˜l´affl ¯sfi˚u˚i˚t´e {fn}n⩾1 ”n`e `c´o“n‹vfleˇr`g´e ¯p`a¯s ˜f´o˘r˚t´e›m`e›n˚t ”vfleˇr¯s 0 `d`a‹n¯s Lp(]0, 1[).



Exercice 2 (12 points)

On désigne par F la transformation de Fourier. Notons la transformée d’une fonction f par
∧
f .

(1) Soit f une fonction réelle dans L1(R) telle que
∧
f ∈ L1(R). Montrer que si f est paire, alors 1

∧
∧
f (t) = f(t) p.p. sur R.

(2) Soit f(x) := e−|x| pour tout x ∈ R. Calculer
∧
f (ω).

(3) Soit g(x) :=
1

1 + x2
pour tout x ∈ R. En utilisant les résultats des deux questions précé-

dentes, calculer ∧
g (ω). 2

(4) Rappeler la formule de la transformation de Fourier d’une dérivée (F(dh
dx
) = ?), et en déduire

∧
h(ω), où la fonction réelle h est définie par h(x) :=

x

(1 + x2)2
pour tout x ∈ R..

Réponse (exercice 2) :

(i)
O”nffl ¯sfi`a˚i˚t `dffl’`a¯p˚r`èṡ ˜l´e `c´o˘r`o˝l¨l´a˚i˚r`e `d˚uffl ˚t‚h`é´o˘r`è›m`e `dffl’˚i‹n‹vfleˇr¯sfi˚i`o“nffl `d`e ˜l´affl ˚tˇr`a‹n¯sfi˜f´o˘r‹m`a˚tˇi`o“nffl

`d`e F̀o˘u˚r˚i`eˇrffl (”vˆo˘i˚rffl ˜l´e `c´o˘u˚r¯s), `qfi˚u`e ¯sfi˚iffl f ∈ L1(R) `eˇt
∧
f ∈ L1(R), `a˜l´o˘r¯s

∧
∧
f (t) = f(−t) p.p. sur R.

P̊u˚i¯sfi`qfi˚u`e f `eṡfi˚t ˚u‹n`e ˜f´o“n`cˇtˇi`o“nffl ¯p`a˚i˚r`e (f(−t) = f(t), ∀t ∈ R), `o“nffl `affl ˜b˘i`e›nffl

∧
∧
f (t) = f(t) p.p. sur R.

(ii)
P̀o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚t ω ∈ R, `o“nffl `affl

∧
f (ω) =

∫
−∞

+∞
e−2πiωτe−|τ |dτ =

∫
−∞

0

eτe−2πiωτdτ +

∫
0

+∞
e−τe−2πiωτdτ.

D`o“n`c

∧
f (ω) =

∫
−∞

0

eτ(1−2πiω)dτ +

∫
0

+∞
e−τ(1+2πiω)dτ =

1

1− 2πiω
+

1

1 + 2πiω
=

2

1 + 4π2ω2

1. Utiliser la formule de l’inversion.
2. Indication : F(λh(λx))(ω) = F(h)(ωλ ) ∀λ > 0.



∧
f (ω) =

2

1 + 4π2ω2
, ∀ω ∈ R

(iii)
L`affl ˜f´o“n`cˇtˇi`o“nffl f(x) := e−|x| `eṡfi˚t ˚u‹n`e ˜f´o“n`cˇtˇi`o“nffl ¯p`a˚i˚r`e, `d`o“n`c `dffl’`a¯p˚r`èṡ (i) `eˇt (2) ; `o“nffl
`affl

F
(

2

1 + 4π2x2

)
(ω) = F

(
∧
f

)
(ω) =

∧
∧
f (ω) = f(ω) = e−|ω|. (⋆)

D`o“n`c, ¯p`o˘u˚rffl ˜l´affl ˜f´o“n`cˇtˇi`o“nffl g(x) `o“nffl `o˝b˘tˇi`e›n˚t

∧
g (ω) = F

(
1

1 + x2

)
(ω) =

1

2
F

(
2

1 + 4π2
(

x
2π

)2
)
(ω) = πF

(
1

2π

2

1 + 4π2
(

x
2π

)2
)
(ω).

S̀a`c‚h`a‹n˚t `qfi˚u`e F(λf(λx))(ω) = F(f)(ω
λ
) ∀λ > 0, `e›nffl ¯p`oşfi`a‹n˚t λ = 1

2π
, `dffl’`a¯p˚r`èṡ (⋆) `o“nffl

`o˝b˘tˇi`e›n˚t
∧
g (ω) = πF

(
2

1 + 4π2x2

)
(2πω) = πe−2π|ω| . (⋆ ⋆)

(iv)
P̀o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚t´e f´o“n`cˇtˇi`o“nffl h ∈ C1(R) ˚t´e¨l¨l´e `qfi˚u`e dh

dx
∈ L1(R) `o“nffl `affl F

(
dh

dx

)
(ω) = 2iπωF(h)(ω) .

E”nffl p`oşfi`a‹n˚t h(x) :=
x

(1 + x2)2
, `o“nffl `affl h(x) = −1

2
dg
dx
(x). D`o“n`c

∧
h(ω) = −1

2
F
(
dg

dx

)
(ω) = −1

2
2iπωF(g)(ω) = iπω

∧
g (ω),

`eˇt `dffl’`a¯p˚r`èṡ (⋆ ⋆), `o“nffl `affl
∧
h(ω) = iπ2ωe−2π|ω| .


