Correction (examen de Calcul Différentiel 2020,/2021)

Exercice 1.
1. Soit f € E. On a

Vo € [0,1] : f(x):@+/Oxf’(t)dt:/Ox{f’(0)+/0tf”(s)ds}dt
=0

— 2f'(0) + /Ox (/Ot 1"(s) ds) dt,

ce qui nous conduit & || flleo < ||fE-
2. Soit f € E. On écrit

o(f+h)—o(f)=n"—h>=3f*h = 3fh’.

On choisit
Do(f)(h) =h" = 3f2h o(h) = —(h + 3fh?).

e Linéarité de Dy(f) : Soient h,k € E et A € R. On a
Do(fYNh+ k) = (A\h + k)" = 3f2(\h + k)
= \R" = 3f%h) + k" - 3f%k
= ADo(f)(h) + Do(f) (k).
e Continuité de Dy(f) : Comme Dy(f) est linéaire et
Vhe E: |[De(f)(W)]lse = 1N = 3F%Rlloc < 1" |0 + || = 3fhlloo
< (17" loo + 3112 lool1Allo
< O]+ 11" oo 31 2 llocllblle - (car [ flloo < 1 £llE)
~—_———
=llhlle

= (1 +3]12llo) Il £,

I'application Dp(f) est continue.
e Montrons que

[o(h)lloo
Irlz—o bz 0 1)
On a
0 < oMl _ |1 = (h3 4+ 3fh*)|loo
~ hlle 17l e
12115 + 31.f [loo 12115
- 17l

= ||al% + 3l fllclllle — 0 quand |[A]E — 0.
Donc, la limite (1) est vérifiée. On déduit que ¢ est différentiable en tout f € E de différentielle
Do(f): E— F, h— h" —3f?h.

e Montrons que Dy : E — F, f — Dy(f) est continue : Soit (f;);en une suite admettant une
limite f € E. On a

0 < 1De(fj) = Do(N)llery = sup [|h" =3fFh — (1" = 3f?h)||

[hllz<1

< sup H—3(fj2—f2)h”oo
[hllz<1

< sup {3hllocllf = F2lloc}
[hllz<1

< 3I1f7 = Pl = 8l = N5 + Fllss
<3If5 = fllollfi + Flloo
<3|fi = fllellfs + flle (2)



Comme la suite (f; + f);en converge vers 2f, la suite réelle (|| f; + f||)jen est bornée. Alors, en
passant a la limite dans (2), on obtient

]Em 1 De(f5) — Do( )l cee,r) = 0,

ce qui signifie que la suite (D(f;))jen converge vers Dy(f) dans L(E, F') et Dy est continue.
On conclut que p € CY(E, F).
3. On a Dy(0g) : E — F, h — h”. On sait que Dg(f) est linéaire et continue. En outre, si

k € F, le probléme
' (z) = k(z), 0<z<1,
h(0) =h(1) =

adment une unique solution dans C2([0, 1], R) donnée par

vz e [0,1] h(m)z/j(/otk(s)ds) dt—:c/ol</0tk(s)ds>. (3)

Donc, Dp(0g) est bijective d’inverse (Dy(0g))™t : F — E, k + h ot h est la fonction donnée
par (3). Comme (Dyp(0g))~! est continue car (Dp(0g))~! est linéaire et

VEeE: |(Dp(0p) " (k)|e = \h'(0)|1+ 17" oo
_ ’ _/O (/0 k;(s)ds)‘ + K] o
< 2[|k|oo,

on déduit que Dp(0g) € ISO(E, F).
4. Comme (E, ||.||g), (F, ||.]|oo) sont deux espaces de Banach, ¢ € C1(E, F) et Do(0g) € ISO(E, F),
on déduit du théoréme d’inversion locale qu’il existe un ouvert Up, contenant Og et un ouvert

V(o) contenant o(0g) = OF tels que ¢ : Uy, — Vi) est un diffeomorphisme de classe ct.

5. Comme Vp,, est un ouvert de F, il existe ¢ > 0 tel que Bp(0p,¢) C Vp,., done, sig € F, [|g]loc <
g, il existe une unique fonction y € Up, C E telle que ¢(y) = g puisque ¢ : Uy, — Vi) est
bijective. Alors, y € C?([0, 1], R) est une solution du probléme

{ y'(t) —Pt) = g(t), 0<t<l,
y(0) = y(1) = 0.

Exercice 2.

1. Soit f € B. On a
e(f +h)(t) —o(f)(t) I/t(f( ) + h(s))® ds—/ot(f(s))QdS
_2/ £(s ds+/t(h( )2 ds.
On choisit Dp(f) : E — E, h — Dy(h) ot

Vte(0.1]: De(f)(h)(t) =2 /O £(5)h(s) ds

et .
oh)(t) = [ (n(s))?ds.
0
e Linéarité de Dp(f) : Soient h,k € E et A€ R. On a

t
Ve [0,1]: De(f)Mh+ E)(t) = 2/ F(5)(Mh(s) + k(s)) ds

—2>\/f ds+2/f ds

= ADo(f)(h)(t) + Do(f



D'ow, Do(f)(Ah + k) = ADp(f)(h) + Do (f)(k).
e Continuité de Dy(f) : Comme Dy(f) est linéaire et

Vhe E: ||[Do(f)(h)|lec =2 sup ‘/ f(s
te[0,1]

<2 SUP/|f s)| ds

te[0,1]

—2/ |F(s)h(s)|ds

< 2[[flloolPlloc,

I'application Dp(f) est continue.
e Vérifions que

lo(Mllso
Thl Y )

su ths 2ds
0<MH%:H%A<H)
Tiloo oo
1
/W@%u
0
T

113

En passant & la limite dans (5) quand |||/~ tends vers 0, on obtient (4). Donc, I'application ¢
est différentiable en tout f € E et sa différentielle Do(f) : E— E, h — Dg(h) ou

[[7]loc—0

Vt € [0,1]:  De(f)(h)(t) = 2/0 f(s)h(s)ds

e Montrons que Dy : E — L(E), f — Dy(f) est continue. Pour tout f,g € E :

|Do(f) = De(g)lleqm = 2 sup wpy/h@Xﬂ@—g@»w
IR]loo <1 t€[0,1]

<2 sup sm>/’mwnu@>—g@nﬁ

[|h]loe <1 t€[0,1] JO
1
=2 sy [ I17G) - g(s)lds
hlleo<1
<2 sup (el — )

[[lloo<

< 2[f = glloo

ce qui montre que D est lipschitzienne de rapport 2. D’ot la continuité de Dy. On conclut que
o € CHE).



2. Pour tout f,g € B :

) = ool = s | [ (105) + (60 (705) — o5 s

te€(0,1]

< sup/|f +9(3)|If(s) — g(s)| ds

tel0,1

_ /0 £(s) + g(s)I1/(5) — g(s)|ds

<|f + gllooll f = 9lloo
< (I flloo + Ngllo)If = glloo
<2f —gllo (car [[flle <1, flglloo < 1).

311. Soit f € B. On a Dé(f) : E — E, h— D¢(f)(h) on

Vt e [0,1]:  Do(f)(h)(t) = h(t) + §/0 f(s)h(s)ds

L’application D¢(f) est linéaire et continue. En outre, si k € E, on a

De(f)(h) = k< ¥t € [0,1] : / F(s)h(s) ds = k()
eVtel0,1]: ;f(t)h = (k(t) — h(t))" et h(0) = k(0)
eV=Fhyte0,1]: o = 3 f(t)(k(t) —y(t)) et y(0) = 0......(x)

Le probléme (*) admet une unique solution

20 [ fore)eN s, A =2 [ 56y

Dong, il existe une unique fonction h = k — y telle que D¢(f)(h) = k. L’application D¢(f) est
bijective d’inverse (Dé(f))™' : E — E, k +— h = k —y. Comme (D¢(f))~! est continue, on
déduit que D¢(f) € ISO(E).

3.2. L’application ¢ est injective sur B. En effet, si f,g € B tels que

el 10 +3 [ 6P ds =0+ [ @e)Ps

on trouve 9
I = hlla < 20F = Bl
Alors,
0< %Ilf — hlles <0.
D’ow, f = g. Donc, comme (E, ||.||s) est un espace de Banach, B est un ensemble ouvert de E,

¢ € CYE) et Do(f) € ISO(E) pour tout f € B, on déduit du théoréme d’inversion globle que
¢ : B — ¢(B) est un difféomorphisme de classe C*.



